FUNKCJE ANALITYCZNE
Egzamin 07.02.2024

Zadanie 2. Uzasadnij, ze wielomian P(z2) = 2° 4+ 2* + 423 + 62 4+ 32 + 8 ma dokladnie
dwa pierwiastki (uwzgledniajac krotnosci) w zbiorze 2 = {z € C: Re(z) > 0, Im(z) > 0}.

Rozwigzanie. Zauwazmy najpierw, ze skoro P ma wspotezynniki rzeczywiste dodatnie, nie
zeruje si¢ na potprostej [0, 0o). Podobnie, dla kazdego y > 0 mamy P(iy) = (y*—6y?+8)+
i(y5—4y3+3y) # 0. Istotnie, gdyby P(iy) = 0, to mielibysmy y*—6y*+8 = y*—4y*+3 = 0,
skad 2y? — 5 = 0, jednak wtedy mieliby$Smy y* — 6y> +8 = —2 #0.

Wezmy R > 0 tak duze, aby wszystkie pierwiastki wielomianu P lezace w obszarze
Q) spelnialy nier6wnos¢ |z| < R. Niech N bedzie liczba pierwiastkow (z uwzglednieniem
krotnosci) wielomianu P lezacych w 2. Niech I'p bedzie konturem zlozonym z: odcinka
[0, R], dodatnio zorientowanego tuku okregu yz(t) = Re' (0 < ¢ < §) oraz odcinka [iR, 0].
Na mocy zasady argumentu mamy

1P
271 Jrp P(z)
czyli Ar,(arg P(2)) = Apg(arg P(z)) + A, (arg P(2)) + Apgo(arg P(2)) = 27N, gdzie

A, (arg P(z)) oznacza przyrost argumentu wartosci P(z) na krzywej x. Obliczmy kolejno
trzy sktadniki powyzszej sumy.

dz = N,

1° Jest oczywiste, ze Ajg g (arg P(2)) = 0, bo P przyjmuje wylacznie wartosci rzeczywiste
na odcinku [0, R].

2° Poniewaz % — 1 — 0 przy |z| — oo, mamy

24+ 42° 4+ 622 +32+8)>
215

Boplarg P(2)) = Byfarg 2%) + Ay, (arg (14

5)

=T +o(1), przy R— .

3° Obrazem odcinka [iR, 0] przez wielomian P jest krzywa, ktora we wspdtrzednych kar-
tezjanskich ma parametryzacje

y— py) = (u(y),v(y) = (y* — 6y +8,4° —4y* +3y), 0<y<R,

przy czym przyjmujemy tu orientacje ujemna, tj. punktem poczatkowym jest p(R) =
(R*—6R?+ 8, R° — 4R? 4+ 3R), a punktem koficowym p(0) = (8,0). Poniewaz v(y) =
y(y* — 1)(y?* — 3), krzywa p przecina o§ rzeczywista w trzech punktach: w punkcie
p(V/3) = (—1,0), w punkcie p(1) = (3,0), a takze w punkcie koficowym p(0) = (8,0).
Ponadto, dla y € (v/3, R) punkty p(y) leza w gérnej potplaszczyznie, nastepnie dla
y € (1,V/3) lezg one w dolnej polptaszezyznie i w konicu dla y € (0,1) leza znéw
w gornej péiptaszezyznie. Mamy takze Argp(0) = 0 oraz

R° —4R® 4+ 3R ™
RY—6R2+8 R-oco 2

Argp(R) = arctg
Obserwacje te pokazuja, ze
3
Ajip(arg P(z)) = 2 — Argp(R) = o +o(1) przy R — oc.

Fragment krzywej p przedstawiony jest na ponizszym rysunku.
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W konsekwencji Ar,(arg P(z)) = 47 + o(1), czyli dla dostatecznie duzych R > 0
mamy Ar, (arg P(z)) = 4, skad N = 2. |



Szkic alternatywnego rozwiazania zadania 2

Oproécz wielomianu P(z) = 2° + 2% + 423 + 62 + 32 + 8 rozwazmy
wielomian ) = P + 1 oraz rodzing wielomianéw (W;).cjo,1) okreslona
wzorem W; = P 4+ t. Oczywiscie Wy = P, a ponadto W, zbiega do @)
jednostajnie na C, gdy t — 1~. Poniewaz

Q(z) = (2 +3)(*+ 2 + 2+ 3),

to Q ma doktadnie pie¢ jednokrotnych zer, z ktorych trzy tatwo wskazac:
V31, —v/31 oraz ujemny pierwiastek wielomianu 2+ 22+ z + 3, ktérego
istnienie wynika z twierdzenia Darboux. Dla wielomianu 2%+ 2%+ 243
bardzo tatwo odpowiedzie¢ na pytanie analogiczne do postawionego
w tresci zadania: ma on dokladnie jedno zero w zbiorze €, tj. w otwartej
pierwszej ¢wiartce plaszczyzny zespolonej. Aby to wykazaé, wystarczy
rauwazy¢, ze |2° + 3| > |2? 4+ z| na pdlprostych [0, 00) oraz [0,i00),
a takze wtedy, gdy |z| > 2024, co jest naprawde proste do sprawdzenia,
a nastepnie skorzystaé¢ z twierdzenia Rouchégo. Skoro zas wszystkie
wspotczynniki tego wielomianu sa rzeczywiste, to ostatnie jego miejsce
zerowe jest sprzezone do tego, ktore nalezy do €.

Dla zadnego t € [0, 1) wielomian W; nie ma zer na pédlprostej [0, o)
ani na potprostej [0,ic0], ani tez w zbiorze {z € C : |z| > 2024}.
Sprawdza sie to znéw latwo, prawie dokladnie tak samo, jak dla wielo-
mianu P = W,. Stad wynika — jak w dowodzie twierdzenia Rouchégo
— ze kazdy z wielomianéw W; ma tyle samo zer w zbiorze  (liczac
z krotnosciami), wigc aby zakonczy¢ rozwiazanie zadania, wystarczy
udowodnié, ze dla pewnego ¢ dostatecznie bliskiego jednosci (ale wciaz
mniejszego od 1) wielomian W; ma w zbiorze € dokladnie dwa miejsca
zerowe (liczac z krotnosciami). Tu skorzystamy z twierdzenia Hurwitza
1 poczynionej wczesniej obserwacji o zbieznosci jednostajnej. Trzy
z miejsc zerowych wielomianu () leza poza domknieciem obszaru (2,
a jedno w tym obszarze. Trzeba wiec tylko udowodnié, ze zera wielo-
mianéw W, zbiegajace do v/31, gdy t — 17, robia to z prawej strony osi
urojonej dla ¢t dostatecznie bliskich 1. To jest jednak dos¢ oczywiste:
gdy oznaczymy takie miejsce zerowe jako z;, to

-t (Wt(zt) +(1 —t)) -0 _ Q(z) —Q(\/ﬁi)

Zt—\/gi_ Zt—\/gi Zt—\/gi
dazy do @ (v/31) = 12, gdy t — 17, wige Re (2,)/(1—1) =5 1/12 > 0.




Zadanie trzecie z egzaminu

Rozwigzanie:
Mamy
2z
sin” £
22+2(cosz—1)222—4sin2;:z2<1— 22>.
4

W mianowniku otrzymujemy:

) 1 e Zn—l
z — —_
ef—z2—-1=z(1 22—1—2 o .

n=3

Stad
lim g(z) = 0,

z—0

wiec wystarczy polozyé g(0) = 0. Niech g(z) = > 7, cn2™. Wowcezas
g(2)(e* =22 —1) =22 +2cos 2 — 2.

Teraz uzyskujemy:

22 24

1
22 1, _to2 F  Z 4
ef—z2"—-1=z 2z+6—|—24—|—0(z),

4
2?2 4+2cosz —2= %—1—0(25).

Widzimy od razu, ze musi byé¢ ¢y = ¢; = co = 0 (poréwnanie wspodlczynnikow
przy nizszych potegach). Dalej piszemy c3 = 1—12 (poréwnanie wspdlezynnika

4y 1 _ . _ 1
przy 2*) i —5c3 + ¢4 = 0, co daje cs = 5.

Skoro licznik ma zero krotnosci trzy, a mianownik ma zero krotnosci pieé, to
mamy do czynienia z biegunem drugiego rzedu, czyli czes¢ gléwna ma postaé

Cc_2 Cc_1
— + —=. Zatem

T D (N
o2 = lim 2°f(2) = limy =57 = 75

Aby policzy¢ c_1 (czyli szukane residuum) rozwazamy granice:

. 1 1
¢ = lim 2 (f(z) - 1222> Y




Kryteria oceny:

1. Pierwszy podpunkt - 3 punkty.
2. Drugi podpunkt - 7 punktow.

3. Trzeci podpunkt - 5 punktow.



Przykladowe rozwiazanie zadania 4

(a) Na obszarze 0y = {z € C : Re(z) > —N} funkcje fy mozemy
przedstawi¢ w postaci sumy dwoéch funkeji holomorficznych na €y :

I G O — (D"

Drugi sktadnik jest na obszarze Q) jednostajnie zbieznym (czyli réwniez
niemal jednostajnie zbieznym) szeregiem funkeji holomorficznych, wiec
na mocy twierdzenia Weierstrassa suma tego szeregu réwniez jest funkcja
holomorficzna na y; aby zas udowodnié¢ te jednostajna zbieznosé,
wystarczy zauwazy¢, ze gdy n > N + 1, a z € Qy, to

Re(n+z)=n+Rez>(N+1)—- N =1,
a zatem |n + z| > |Re (n + 2)| > 1, skad juz wynika, ze

sup |—————| < — < — <e< 0.
n=N41 €N nt-(n+2) n=N+1 nl-n+ 2| n=N+1 n!

(b) Dla kazdej dodatniej liczby catkowitej N mozemy przedstawié
funkcje f w postaci sumy

N-1 (1)
f(z) = fn(2) + ; a4 2)
ktérej pierwszy skladnik jest funkcja holomorficzna na zbiorze Qy,
co wykazaliémy w punkcie (a), drugi za$ jest skoniczona suma funkcji
holomorficznych na zbiorze C\ {0, —1, —2,...}, a wiec réwniez funkcja
holomorficzng na C\ {0,—1,—2,...}. Stad wynika, ze funkcja f jest
holomorficzna na obszarze Qn N (C\ {0, —1,—2,...}) dla kazdego N,
zatem jest réwniez holomorficzna na zbiorze

(Qn N (C\{0,-1,-2,...})) = (U QN) N(C\ {0,-1,-2,...})

=Cn(C\{0,-1,-2,...}) =C\ {0,-1,-2,...}.
Zbior {0,—1,—2,...} nie ma punktéw skupienia, wiec jego elementy
sa osobliwo$ciami punktowymi funkeji f. Osobliwosci te sa biegunami
prostymi, co latwo udowodnié, przedstawiajac dla m € {0,1,2,...}
funkcje f w postaci sumy

COY )+ 3

1

o0

N=1

f(z) =

m!-(m+ z)



2

ktorej pierwszy skladnik jest funkcja meromorficzna majaca w punkcie
—m biegun prosty, a pozostale m + 1 skladnikéw to funkcje holo-
morficzne na otwartym otoczeniu tego punktu (przyda si¢ punkt (a)
oraz fakt, ze —m nalezy do otwartego zbioru 2,,1). Wynika stad
réowniez, ze Res(f; —m) = (—1)"/m!, co przyda nam sie w punkcie (c).
Funkcja f jest zatem meromorficzna na C.

(c) Zgodnie z oznaczeniami wprowadzonymi w tresci zadania

w= [ gedi= [ (1) - F) - 2f(2) s
S(0k+1)

_ / F/(2) d — / F(2)dz +2 / f(2)dz
S(0,k+1) S(0,k+1) S(0,k+1)

—0+0—|—2/ f(z)dZ—Q/ f(z)dz;
S(0,k+1) S(0,k+7%)

skorzystalismy tu z faktu, ze funkcje f” oraz f’ maja funkcje pierwotne
(odpowiednio f" oraz f) na zbiorze C\ {0,—1,—2,...} zawierajacym
S (0, k + %) 7 twierdzenia o residuach wnioskujemy wiec, ze

=2 [ fE)de=2-2mi Y indggp(-m)Res s -m)
5(0,k+1)

m=0

k k 00
-1 oo . -1n)m —1-
= 47TiZReS(f; —m) ® 47riz (=1) s 4%12 (=1 = 4re .
m=0



